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It is shown that the second cohomology space of the Lie algebra defined by a 
properly infinite von Neumann algebra is reduced to zero. This may be looked 
at as one more case for which an infinitesimal Bargmann theorem holds: .4ny 
projective representation of such a Lie algebra can be defined by an ordinary 
representation. 
Soient E un espace de Hilbert complexe de dimension infinie et gl(E) l’algebre 
de Lie (pour le commutateur usuel) des opkrateurs lineaires born& sur E. 
C’est un resultat classique que le premier nombre de Betti de gl(E) est nul; 
l’objet de ce travail est de montrer qu’il en est de meme du deuxieme, et par 
la de prouver 1’afIirmation du titre. Ce resultat semble devoir jouer un role 
dans certains problemes de physique theorique lies a des generalisations du 
theoreme de Bargmann sur les representations projectives des groupes de Lie. 
Voir notre corollaire 5, ainsi que Simms [14, sect. 21 pour le cas des dimensions 
finies. 
Sauf dans la section IV, les algebres de Lie considerees ne sont munies 
d’aucune topologie. Les modules de coefficients pour la (co)-homologie sont 
toujours scalaires triviaus. 
Comme souvent avec ce type de probleme, les resultats se generalisent a toute 
algebre de Lie definie par une algebre de von Neumann proprement infinie [12]. 
Je remercie I. Szczyrba qui m’a signale l’interet physique du probleme et 
[15], Larry Brown et A. Haefliger pour d’utiles et plaisantes conversations, 
ainsi que le “Fonds national suisse pour la recherche scientifique” qui a par- 
tiellement soutenu ce travail. 
I. NOTATIONS ET GI?N!&ALIT& 
Soit g une algebre de Lie (de dimension finie ou non) sur un corps K (ici le 
corps des complexes C). Nous noterons p*B : g A g--t g et J, : g A g A g + 
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g A g, ou parfois plus simplement p et J, les applications lineaires definies par 
,u(Ay A k’) = [x, I’] et ]((x A Y A z) = [x, Y] A z + [Y, z] A x + [z, x] A 
1’. Les deux premiers espaces d’homologie de g sont alors H,(g) = g,/(Imp) = 
g/k, 81 et f&k) = Wr d/W J>. 
Pour tout entier positif n, nous noterons @l(g) I’espace des formes n-multi- 
lineaires sur g qui sont alter&es, d : C”(g) + C”+l(g) la differentielle ex- 
terieure usuelle, et W(g) = Z”(g)/B”(g) 1 e nieme espace de cohomologie du 
complese ainsi defini. (Voir par exemple Hochschild-Serre [g].) On vkrifie 
facilement que H’(g) et H’(g) sont canoniquement isomorphes aux espaces 
duaux de H,(g) et H,(g) respectivement. (En dimensions infinies, H,(g) est 
isomorphe a un sous-espace du dual de W(g) qui peut &tre propre.) 
Si h est une sous-algebre de Lie de g, nous noterons Hn(g, h) le nieme espace 
de cohomologie relative de la paire (g, h). On rappelle (Chevalley-Eilenberg 
[3, No, 221) que 
C’(g, h) = b E C’(g)1 v(h) = 0 et v([g, hl) = 01, 
C?(g, h) = {$ E C*(g)1 +(h A g) = 0 et 8,rj = 0 pour tout x E h}, 
ou 6,.$ est detini sur g A g par 
1. A z-+&U, Y] A z) + #(Y A [S, z]); 
alors W(g, h) = Cr(g, h) n Zr(g) et Hz(g, h) est le quotient de C2(g, h) n 
Z3(g) par l’image de Ci(g, h) par d. 
Supposons de plus qu’il existe un automorphisme non trivial d’ordre deux 
{xgz.$ tel que h en soit l’ensemble des points fixes. (On dit que le triple 
(g, 0, h) est une algebre de Lie symetrique, ou parfois une algebre de Lie 
involutive.) Nous noterons m le systeme triple de Lie [XE g / X0 = -X>, 
de sorte que g = h @I m, g A g = (h A h) @(h A m) 0 (m A m), et de 
m&me pour g A g A g. L’automorphisme X w X0 se prolonge canoniquement 
pour tout entier positif n en un endomorphisme involutif 5 + E” de .A” g. 
Nous noterons 4 -@ son transpose qui est un endomorphisme involutif de 
C”(g). On a d(p) = (d$y pour tout 4 E C”(g). Par suite, chacun des espaces 
C”(g), Z”(g), B”(g), et H”(g) s’ecrit comme une somme directe: C”(g) = 
C,“(g) G C_“(g),..., H”(g) = H+“(g) @ Hpn(g); les signes + et - indiquent 
qu’il s’agit d’espaces propres de (T pour les valeurs propres + I et - I respectire- 
ment. On a par exemple, 
fJ_“(g) = Z+nk)l~+“(g) = :C E -Wg)l$” = &Mp, E C”-Yg)l T)” = P);, 
pour tout n > 1. De mCme pour I’homologie de g : nous utiliserons la decom- 
position H?(g) = H,+(g) @ H,-(g). 
364 PIERRE DE LA HARPE 
LEMME 1. Soient g, u et h comme ci-dessus. Alors la suite naturelle F(g, h)+i’ 
H+*(g) -+v* H*(h) est exacte. 
Preuve. Soit (b E C2(g, h). Par definition +(h A h) = 0 et #(h A m) = 0. 
Pour tout 6 E m A m, on a 50 = 5, d’oh c”(t) = 4(t). Par suite 4 E C,‘(g) 
et l’image de l’application naturelle H2(g, h) -+ W’(g) est bien dans H+?(g). 
(On verifie facilement que, si W(h) = 0, alors j* est injective; nous n’utiliserons 
pas ce fait.) 11 est immediat que le compose r*j* est l’application nulle. Reste 
a verifier que Ker(r*) C Im(j*). 
Soit 4 E Z+r(g); supposons qu’il existe v E Cl(h) avec ~*4 = dp. Soient 
q E Cl(g) l’extension de v qui applique m sur zero, et 6 = 4 - d@. Alors 
Y*I$ = 0, ce qui s’ecrit &h A h) = 0. Comme @E C+l(g), on a I$ E C+2(g), 
ce qui s’ecrit &h A m) = 0. Soient x E h et a, b E m; comme 6 est un cocycle: 
-d&x A a A b) = 0 = &[x, a] A b) + &[a, b] A x) + &[b, cc] A a) 
= @%&(a A 4. 
11 en resulte que 4 E Z2(g, h); d’ oti le lemme puisque 4 et 4 definissent la m&me 
classe dans H2(g, h). 1 
Remarque. Les notations Ctant celles du lemme 1, supposons de plus l’al- 
gebre de Lie g parfaite. Alors 
h 0 m = g = k, gl = ([h, h] + [m, ml) 0 [h, ml; 
en particulier m := [h, m] et P(g, h) = 0. 
Soit $ E c’(g, h). Soient x, y E h et 2 E g; alors d+(x A y A Z) = 0 car 
$(h A g) = 0. Soient x E h et a, b E m; alors -d$(x A a A b) = $([x, a] A 6) + 
#~([b, X] A u) == (e&)(a A b) = 0. Enfin d$(m A m A m) = 0, de nouveau parce 
que +(h A m) = 0. Par suite #J est ferme. On a done Cr(g, h) = z’(g, h) = 
Wg, h). 
II. PREUVE DU RBSULTAT PRINCIPAL 
Nous identifions dans cette section des matrices a coefficients dans gl(E) 
B des operateurs sur la somme hilbertienne d’un nombre ad hoc de copies de E. 
Soit en particulier Em = emsZ. E, la somme d’une infinite de copies de E 
indedes par les entiers rationnels non nuls. Supposons ses termes explicitement 
group& en deux parties, Em = (&,,, E,,) @ ( GrncO E,,,); les operateurs 
sur EK seront design& par des (Z* x Z*)-matrices munies de deux traits 
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skparant les blocs relatifs g la dkcomposition de Em en deux sous-espaces. Par 
exemple, 
c 
0 0 
m.00 00.. 
. . 0 0 x 0 . ’ 
0 0 
L 
dksigne un opkrateur nul sur @m+l L$,, et qui se restreint g X : E1 + E1 ; 
on n’krira d’ailleurs en gCnCra1 que les entrkes non nulles d’une telle matrice. 
LEMME 2. &Zi?TZt y1 ,..., Yr , Zl ,..., zk E gl(E) awec &I [yj , zi] = 0. Alors 
il existe y; ,..., y; E g&E) avec 
dam l’image de l’application J relative h gl(E @ E). 
Preuve. ConsidCrons d’abord Em = (@jm,,, Em) @ (@,,t<O Em). Soient 
y, z E gl(E). Un calcul de routine Ctablit I’tgalid 
J 
3 
Y 
__- _- 
z 
a 
-- 
‘7 
J 
I 
A 
I: -1 -1 
1 
1 
-1 
-1 
. ‘, 
‘1 - 
;! 
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Par suite 
--z 
--z 
z 
z 
Y 
Y 
I 
1. 
-Zj -Zj 1 
est dans l’image de l’application / relative B gl(E”). 
Soient OL = {m E Z / m < -2) et /3 = {-I> u {m E Z 1 m >, l> on considkre 
ensuite Ea = (c&,.. I?,,,) @ (emED E,,) et on montre de mCme que 
7-i 
,=l 
.\‘j 
?‘j 
-__ 
Yj 
Yj 
A 
-zj 
-ZTj 
est dans l’image du m&me J. (Le lecteur prendra garde que 6 et 7 sont en 
gCntra1 distincts puisque les traits dans les matrices n’y sont pas au mkme 
endroit.) 
Par suite t = $(.$ - T) est encore dans l’image de J. En termes de (2 x 2)- 
matrices relatives g la dkcomposition E = E-, @ (@,n+-l E,,,), 1’ClCment 5 
s’krit 
Comme E-, et 0 mELl,m+--l E,,, sont isomorphes B E, le lemme en rksulte. 1 
PROPOSITION 1. Les espaces H,(gl(E)) et Hl(gl(E)) sent r~duits d z&o. 
Preuoe. 11 est bien connu que gl(E) est une alghbre de Lie parfaite; voir 
par exemple Halmos [5, probkme 1861. 1 
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Jusqu’a la proposition 3 y comprise, nous noterons g I’algebre de Lie gl(E@E). 
Si X = (i “,) E g, posons 
de sorte que X w X0 est un automorphisme non trivial d’ordre deux de g. 
Nous Ccrirons comme dans la section prectdente h la sous-algebre de g des 
points fixes de cet automorphisme et m le systeme tripIe de Lie qu’il definit. 
LEMME 3. L’application H2( h) - H,(g) induite par l’inclusion de h dans 
g est nulle. 
Preuae. Soit 5 E Ker(p,,) un 2-cycle sur h; il est de la forme 
avec ph([) = 0, c’est-a-dire avec C,“=, [yj , zlj] = x:fi [zj , wj] = 0. 11 s’agit 
de montrer que f E Im(J&, c’est-i-dire que t est un 2-bord en tant que chaine 
sur g. 
Vu le lemme 2, il suffit de montrer que, pour tout couple (y, w) d’elements de 
gV), on a (0” 3 A Cl 3 E WL). 0 r, si [y, ecr) est un tel couple, la proposition 1 
affirme qu’il existe s1 ,..., s, , t, ,..., t, E gl(E) avec >’ = Ci”,i([sj , tj]. Done 
et on a bien t gIm(J,). 1 
LEMME 4. L’espace C2(g, h) est rCduit a zero. 
&ewe. Soient 4 E C2(g, h) et a, 6, c, d E gl(E). Alors 
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done +((i t) A (t g)) est nul, et de m&me +((z i) A (“, “,)) est nul. D’autre part 
et de mCme 4((! “,) A (i i)) = -$((z t) A (,“c i)). Par suite 
Soit q la forme lineaire definie sur gl(E) par v(x) = $((i :) A (z i)); alors 
4((: t) A (z 0”)) = ~(dfz - bc) pour tous a, 6, c, dE gl(E). 
Soient X, y E gl(E). Alors 
et 
Par hypothese, la dCrivCe de Lie de #J par rapport a (00 z) est nulle, done les deux 
quantites ci-dessus sont &gales: cp(yx) = q(xy). Ceci montre que QI s’annule sur 
les commutateurs, et y est nulle par la proposition 1. 1 
PROPOSITION 2. L’espace H,!(g) est Gduit ci ze’ro. 
Preuve. Les 2-cochaines de Cz(g) s’annulent sur h A h et m A m; en 
particulier, l’application naturelle ~2 : He2(g) ---f Hz(h) est trivialement nulle. 
L’application naturelle 
Y* - Y; @ Y_* : Hz(g) = H+2(g) @ X2(g) --t H2(h) 
est nulle parce que c’est la transposee de celle du lemme 3 (voir par exemple la 
remarque prtcedant (3.9) dans la these de Koszul [9]). Par suite Y: est l’applica- 
tion nulle. La proposition r&&e done des lemmes 1 et 4. 1 
On peut I’interpreter en termes d’extensions d’algebres de Lie involutives: 
voir Harris [7, sect. 21. 
EXTENSIONS DE 
LEMME 5. L’espace H,-(g) est rbduit d 
Preuve. Soient a, 6, y, z E gl(E); alors 
g&E) 
zth. 
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Soit 
alors [ est congru a 
iI (b.y 0 zjbj -lJjaj 0 aj”j) A (:, j) ’ 1 1 
modulo l’image de /. Supposons de plus que 5 soit un 2-cycle, c’est-a-dire que 
k L (b.y. 0 Zjbj ajzj 0 >‘jaj) = 0; J J 
alors 5 est dans l’image de J, c’est-g-dire E est un 2-bord. 1 
PROPOSITION 3. L’espace H2(g) est rkduit d ze'ro. 
Preuere. On a H2(g) = H+*(g) @ He2(g) = He2(g) par la proposition 2; 
mais Hog(g) est le dual de H,-(g) et la proposition 3 resulte du lemme 5. 1 
THBOR~ME. L’espace Hp(gl(E)) est rbduit d z&o. 
Preuoe. E et E 8 E etant isomorphes, gl(E) et g sont des algebres de Lie 
isomorphes et le theoreme repete la proposition 3. 1 
Plus generalement, soient A une algebre de von Neumann et ‘4, l’algebre de 
Lie associte. Si A est proprement infinie, le theoreme et la preuve ci-dessus 
s’appliquent sans changement et H*(A,) est reduit a zero (voir par exemple 
la section 3 de Pearcy et Topping [ 121). 
Remarquons que le deuxibme espace de cohomologie d’une algebre associative 
A avec unite est banalement nul (les coefficients Ctant le corps des scalaires 
considere comme A-bimodule trivial). En effet, un cocycle dans ce contexte 
est une forme lineaire @ sur A @ A telle que @(XY @ 2) = @(X @ YZ) pour 
tous X, Y, Z E A; c’est alors le cobord de la forme lineaire p definie par v(X) = 
@(X @ 1) pour tout XE A. (Je remercie B. E. Johnson pour cette remarque.) 
5%'33/3-10 
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III. COROLLAIRES: CONTEXTE ALG~BRIQUE 
Soit gl(E, C) l’algebre de Lie des operateurs compacts sur E; c’est un ideal 
de gl(E). Soit g’l(E) le quotient de gl(E) par gl(E, C); c’est l’algebre de Lie 
associee a I’algebre de Calkin de E. 
COROLLAIRE 1. L’espace W’(g’l(E)) est Gduit li z&o. 
Preuve. On sait que Hl(g’l(E, C)) est reduit a zero [3, theoreme 11. La 
suite exacte de HochschildSerre [S, theoreme 61 s’ecrit ici 
0 -+ H’(g’l(E)) --j Hl(gl(E)) + H’(gl(E, c))p’=’ - H2(g’l(-q) - H’@(E)), 
et montre que H*(g’l(E)) = 0. m 
COROLLAIRE 2. Soit a une algtbre de Lie abe’lienne de dimension jinie. Toute 
extension de gl(E) par a est trizjiale, et toute extension de g’l(E) par a est triviale. 
Preuve. Soit 0 -+ a - g--f gl(E) d 0 une telle extension. Comme gl(E) 
n’a pas de representation non triviale de dimension finie, la structure associee de 
gl(E)-module sur a est triviale (c’est une consequence immediate de la pro- 
position 1, de l’exercice 7 dans Bourbaki [I, sect. 1] et du fait que tout ideal 
bilatere de l’algebre associative des operateurs sur E est contenu dans celui 
des operateurs compacts qui est de codimension infinie [5, probleme 138-j). 
Comme W(gl(E)) = 0, l’extension est inessentielle. En d’autres termes, il 
existe un morphisme d’algebres de Lie x : gl(E) - gl(a) = Der(a) tel que 
g soit le produit semi-direct de a avec gl(E) relativement a x. Comme gl(E) 
n’a pas d’ideal de codimension finie, x est le morphisme nul et g est un produit 
direct. 
La preuve vaut aussi pour g’l(E). 1 
On pourrait mCme supposer a de dimension denombrable. 
Notons (X)* l’adjoint d’un operateur X sur E. Soient u(E) = {X E g&E) j X* == 
--X} et ii(E) son quotient par u(E, C) = u(E) n gl(E, C); ce sont des al- 
gebres de Lie reelles. 
COROLLAIRE 3. Les espaces W(u(E)) et H2(G(E)) sont rkduits d z&o. 
Preuve. Comme u(E) est une forme reelle de gl(E), l’espace vectoriel 
complexe I+‘(gl(E)) est le complexifie de l’espace vectoriel reel W(u(E)) des 
2-classes de cohomologie de u(E) a coefficients r6eIs triviaux; par suite H’(u(E)) 
est reduit a zero. La preuve vaut aussi pour ii(E). 1 
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Remarques. On peut conjecturer que H?(gl(E, C)) est reduit a zero. (Voir 
[6, p. IV.81 oh il est question du deuxieme espace de cohomologie avec cochaines 
continues.) 11 y aurait done [8] une suite exacte 
0 + fP(g’l(E)) -+ H3(gl(E)) + H”(gl(E, C))“fE’ -+ fP(g’l(E)) ---f W(gl(E)). 
J’ignore si aucun de ses termes est non nul. Plus generalement, peut-on exhiber 
un entier positif n et une classe non nulle dans H”(gl(E)) i 
I\:. COROLLAIRES: CONTEXTE BANACHIQUE 
Le lecteur trouvera tout ce qu’il lui faut (et bien davantage) sur les algbbres 
de Lie banachiques dans Bourbaki [2, chap. 31 et dans Lazard [lo]. 
COROLLAIRE 4. Soient g une a@bre de Lie banachique, a comme dans le 
corollaire 2 et 0 + a ---f g < gl(E) - 0 une extension d’algdbres de Lie banachiques. 
Alors g est isomorphe en tant qu’algkbre de Lie banachique au produit direct de 
a et gl(E). 
Preuae. Soit 01 un nombre reel tel que, pour tout Y E gl(E), il esiste X E g 
avec n(X) = I’ et 11 X 11 < Q // Y 11; un tel nombre existe par le theortme de 
Banach (voir Dieudonne [4, 12.16.101). Soit p la norme de X, et soit y un nombre 
reel tel que (1 [X, X’] (/ < y !I X (1 I/ X’ (/ pour tous X, x’ E g. 
Soit XE g. 11 existe A, B, C, D E gl(E) avec // A I( < 2 I/ TT(X)I~, /i B // < I, 
iJ C /) ,< 2 1) ill, I/ D /I ,( I et g(X) = [A, B] + [C, D]; cela resulte d’estima- 
tions banales ajoutees a la solution du probleme 186 dans Halmos [.5]. Soit 
A E g avec 7-r(A) = A et 11 A 11 < cy 1) Iz //; soient de mCme B, C, D E g et posons 
X = [A, B] -t [C,D]; alors /) LTII < ycG(II A // + jl C I!) < 4y01*,B 1: X/j. Posons 
pj(X) = X -- X. Comme n(X) = n(X), l’eltment p(X) est dans a. 
Le corollaire 2 montre que v(X) ne depend que de X et non pas des choix 
de A, B,..., a d’une part, et que y est un morphisme d’algebres de Lie d’autre 
part. Les estimations ci-dessus montrent que Ij v(X) 11 < (I + 4y$3) 11 X 11 
pour tout X E g, done que g, est continu. II en resulte que le derive [g, g] de g, 
qui est le noyau de v, est un ideal fermt dans g; par suite [g, g] est une algebre 
de Lie banachique. 
Les injections canoniques induisent un morphisme a x [g, g] 4 g qui est 
bijectif par le corollaire 2. Le theoreme de Banach implique que c’est un iso- 
morphisme d’algitbres de Lie banachiques. 1 
On montrerait de m&me que toute extension de I’une des algebres de Lie 
banachiques g’l(E), u(E) et G(E) est triviale. Ces rtsultats peuvent bien sir 
s’interpreter en termes cohomologiques (voir Ouzilou [I 1, sect. III. 1.61); 
par exemple: le deuxieme espace de cohomologie de gl(E) a valeurs dans le 
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module trivial des scalaires et defini par des cochames normiquement continues 
est reduit a zero. 
COROLLAIRE 5. Soient H et E deux espaces de Hilbert et p : u(H) -+ pu(E) un 
morphisme d’algebres de Lie banachiques (oti pu(E) est le quotient de u(E) 
par son centre). Alors il esiste un morphisme cr tel que le diagramme 
commute. 
u(E) 
D 
J1 
P 
0 --+ R -+ u(H) A pu(H) - 0 
Preuve . Soit g = {(x, y) E u(H) x u(E)\ T(X) = p(y)}; c’est une sous- 
algtbre fermee du produit direct de u(H) et u(E), done une algebre de Lie 
banachique pour la norme definie par jl (x, y)l] = j! x I! + jl y 11. On peut identifier 
R B la sous-algebre de g form&e des couples (x, y) avec n(x) = 0 et y = 0. 
Soit p la restriction a g de la dew&me projection. La suite 0 - R - g -+P 
u(E) + 0 est exacte, et scindee par le corollaire 4. 11 suffit de choisir pour u 
le compose d’une section de p avec la restriction a g de la premitre projection. 1 
On peut conjecturer que tout homomorphisme continu du groupe U(E) dans 
le quotient de U(H) par son centre (ces groupes Ctant munis de leurs topologies 
normiques) est induit par un homomorphisme de U(E) dans U(H); en d’autres 
termes, que toute representation projective de U(E) est induite par une re- 
prksentation ordinaire. 
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